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Résumé. On propose de nouvelles dénitions des fréquenes, instantanées ou non.
Abstrat. New denitions are suggested for frequenies, whih may be instantaneous
or not.
1 Introdution
Les diultés liées à la transformation de Fourier en traitement du signal sont
onnues depuis longtemps
1
. L'analyse de Fourier n'en garde pas moins une importane
apitale dans :
 d'innombrables appliations industrielles ;
 maints développements oneptuels, omme l'inégalité temps-fréquene de Hei-
senberg-Gabor ou le théorème d'éhantillonnage de Shannon, apportant une
armature dotrinale, jamais remise en question.
Ces quelques pages
2
ont pour but de réexaminer la notion de fréquenes, dont
le ontenu intuitif est indéniable. Elles ont pour origine des publiations réentes [5,
6, 7℄ sur des exemples
3
de débruitage, de détetion de ruptures, de démodulation et
de ompression, grâe à des tehniques d'estimation de nature algébrique
4
, sans lien
apparent ave l'analyse harmonique.
Une fréquene d'un signal représenté en alul opérationnel, au paragraphe 2, par
une fontion rationnelle est la partie imaginaire d'un ple. Le spetre de sinωt, ω 6= 0,
t ≥ 0, est, alors, ±ω, grâe au aratère ausal de notre approhe. Celui de l'impulsion
1
Renvoyons à [4℄ et [11℄.
2
Elles ne doivent d'auune façon être omprises omme une ritique de la magnique
onstrution, édiée par des géants, tels Fourier et ses ontinuateurs (voir [9℄). Leur seule
ambition est d'évoquer une alternative dans un domaine très délimité, étranger aux pères
fondateurs.
3
Exemples pour lesquels les proédés issus de la litérature atuelle ne donnent pas entière
satisfation.
4
Elles sont nées en automatique (voir les référenes de [5, 6, 7℄) où elles sont exploitées
ave plein suès.
1
de Dira à l'origine est vide, ontrairement à e qui est fourni par transformation de
Fourier. Les signaux du paragaphe 3, souvent renontrés en ommuniations, satisfont
des équations diérentielles linéaires, à oeients polynmiaux. Leurs fréquenes sont
les parties imaginaires des singularités des solutions des équations diérentielles opéra-
tionnelles orrespondantes. Ainsi, le spetre du sinus ardinal
sinωt
t
, ω 6= 0, t ≥ 0, est
enore ±ω, résultat qui tranhe ave elui obtenu par transformation de Fourier.
L'éueil des  fréquenes instantanées , deux mots a priori antinomiques
5
, est
brièvement analysé en 4.1. Le paragraphe 4.2 en propose une solution élémentaire,
basée sur la ourbure du signal.
Inégalité de Heisenberg-Gabor et théorème d'éhantillonnage de Shannon devien-
nent, omme nous le disutons en 5, sans objet ave notre dénition des fréquenes.
Ces onsidérations ionolastes, qui heurtent des paradigmes admis par la plu-
part, susiteront de vives résistanes, quoiqu'elles aient pour origine des tehniques
d'estimation ayant donné lieu à plusieurs demandes de brevets, déjà déposées. Nous
herherons à y répondre en interrogeant les fondements pratiques du traitement du
signal et d'autres domaines sientiques, qui reposent peu ou prou sur les fréquenes
6
.
Nous évoquons quelques pistes nouvelles en onlusion.
2 Calul opérationnel élémentaire
2.1 Rationalité, ples et fréquenes
Soit C(s) le orps des frations rationnelles en l'indéterminée s, à oeients om-
plexes. Une fréquene f ∈ R d'un élément de C(s) est, par dénition, la partie imag-
inaire d'un ple p = e + f
√−1, e ∈ R. Si p est réel, don f = 0, on dit, par abus
de langage, qu'il n'y a pas de fréquene assoiée à e ple. Le spetre d'un élément de
C(s) est, par dénition, l'ensemble de ses fréquenes.
Exemple 1 Les deux fréquenes assoiées à
̟
(s− e)2 + f2
f 6= 0, où ̟ ∈ C[s] est un polynme en l'indéterminée s, sont ±f .
Exemple 2 L'ensemble des frations rationnelles, à ples réels, forme un sous-anneau
R ⊂ C(s), qui ontient l'anneau C[s, s−1] des polynmes de Laurent, 'est-à-dire les
sommes nies
∑
α∈Z
cαs
α
, cα ∈ C. On dira que le spetre de tout élément de R est
vide.
2.2 Polynmes exponentiels
Appelons polynme exponentiel toute somme nie
∑
ι=1,...,N
Pι(t)e
aιt
(1)
5
Est-il besoin de rappeler que e asse-tête anien a motivé l'introdution de superbes
théories nouvelles (voir [4, 9, 10, 13℄), notamment les ondelettes ?
6
Le Gedankenexperiment rudimentaire de la remarque 3 du paragraphe 2.3 en est une
première ébauhe.
2
aι ∈ C, où Pι ∈ C[t] est un polynme en la variable réelle t. Pour t ≥ 0, le alul opéra-
tionnel
7
établit une bijetion entre polynmes exponentiels et frations rationnelles de
C(s), stritement propres, 'est-à-dire ave degrés des numérateurs stritement in-
férieurs à eux des dénominateurs. Il en déoule que le spetre de (1) est formé des
parties imaginaires des oeients a1, . . . , aN , ar eux-i sont les ples de la fration
rationnelle orrespondante.
Exemple 3 Le spetre de la fontion polynmiale P (t), P ∈ C[t], t ≥ 0, est vide. Celui
de la fontion P (t) sin(ωt+ φ), P 6= 0, ω,φ ∈ R, ω 6= 0, t ≥ 0, est formé de ±ω.
Remarque 1 Ces résultats dièrent de eux obtenus ave la transformation de Fourier,
où, en partiulier, sin(ωt + φ), t ≥ 0, possède toutes les fréquenes. Que l'on nous
permette d'y voir un atout de notre point de vue, dû au aratère ausal du alul
opérationnel.
2.3 Impulsion de Dira
L'impulsion, ou mesure, de Dira à l'origine, δ, orrespond à 1 dans C(s). Son
spetre est don vide.
Remarque 2 Rappelons que la transformée de Fourier de δ vaut également 1. Il en dé-
oule, dans e langage, que le spetre de δ possède toutes les fréquenes, qui évidemment
se détruisent en se ompensant hors de l'origine.
Remarque 3 Prenons, ave les ingénieurs et les physiiens, un ltre réalisable, 'est-à-
dire à fontion de transfert F, rationnelle et propre, approximation d'un ltre à bande
étroite autour des fréquenes ±ω0, ω0 6= 0 (f. [11℄). Sa réponse impulsionnelle R,
'est-à-dire sa réponse à l'impulsion de Dira
8
, ne signie pas, d'après nous, que δ
ontient les fréquenes ±ω0, mais traduit un fait algébrique trivial, le produit de F par
1, 'est-à-dire la onvolution de R ave l'élément neutre.
3 Fréquenes et singularités
3.1 Dérivation algébrique
Munissons C(s) d'une struture de orps diérentiel (voir, par exemple, [2, 16℄)
ave la dérivation, dite algébrique [14, 15℄,
d
ds
. On sait [14, 15, 20℄ que ette dériva-
tion orrespond à la multipliation par −t des polynmes exponentiels. L'anneau non
ommutatif des opérateurs diérentiels linéaires C(s)[ d
ds
], à oeients rationnels, est
prinipal à gauhe et à droite et ontient l'algèbre de Weyl C[s, d
ds
] [12℄.
Un signal
9 x 6∈ C(s) examiné i-dessous est solution d'une équation diérentielle
linéaires non néessairement homogène : il existe L ∈ C(s)[ d
ds
], L 6∈ C(s),̟ ∈ C(s) tels
que Lx = ̟. Les tehniques traditionnelles d'algèbre diérentielle [2, 16℄ permettent
de onsidérer x omme appartenant à une extension de Piard-Vessiot de C(s).
Les singularités des solutions d'équations diérentielles linéaires (voir, par exemple,
[16℄) permettent de généraliser 2.1 : une fréquene de x est la partie imaginaire f ∈ R
7
Le alul opérationnel est traditionnellement abordé ave la transformation de Laplae
(f. [11℄). L'approhe algébrique de Mikusi«ski, indépendante de ette transformation, nous
semble présenter de gros avantages (voir [14, 15, 20℄).
8
Bien entendu, on utilise en pratique une approximation.
9
Comparer ave [5, 6, 7℄.
3
d'une singularité e+ f
√−1, e ∈ R, de x. Le spetre de x est, ii enore, l'ensemble des
fréquenes.
Remarque 4 Cette approhe du alul opérationnel, qui semble nouvelle, évite l'usage
des tables de transformations, omme [3℄.
3.2 Quelques signaux ourants
3.2.1 Sinus ardinal
Le sinus ardinal σ = sinωt
t
, ω ∈ R, ω 	 0, t ≥ 0, satisfait10
dσ
ds
+
ω
s2 + ω2
= 0
Il est lair que σ possède deux singularités logarithmiques [8℄ en ±ω√−1. Le spetre
de σ est formé de ±ω.
Remarque 5 Rappelons que la transformée de Fourier de
sinωt
t
, t ∈ R, est
χω(ξ) =
{
ω si − ω < ξ < ω
0 si ξ < −ω ou ξ > ω (2)
3.2.2 Cosinus surélevé
Le osinus surélevé ̺ = cosωt
t2+1
, ω ∈ R, ω 	 0, t ≥ 0, satisfait
(
d2
ds2
+ 1
)
̺ =
s
s2 + ω2
On vérie aisément que le spetre est formé de ±ω.
3.2.3 Retards et avanes
L'exponentielle opérationnelle ̺ = e−Ls, L ∈ R, désigne l'opérateur de retard si
L > 0, d'avane si L < 0. Elle satisfait l'équation(
d
ds
+ L
)
̺ = 0
sans singularités. Ce spetre vide est en aord ave 2.3.
3.2.4 Singularités à l'inni
Le signal omplexe
ε = exp
[
(at2 + bt+ c)
√−1]
a, b, c ∈ R, a 6= 0, satisfait l'équation
[
s+
(
2a
d
ds
− b
)√−1
]
ε = exp(c
√−1)
sans singularité nie. Le spetre, au sens entendu ii, est don vide. Il existe par
ontre une singularité innie [16℄, qui traduit les osillations de plus en plus rapides de
10
Ii, omme en 3.2.2 et 3.2.4, on désignera ave les mêmes notations le signal, fontion de
t, et son image en alul opérationnel.
4
ε lorsque t → +∞. Il serait peut-être intéressant d'enrihir la notion de spetre an
d'y inlure e type de omportement
11
.
4 Fréquenes instantanées
4.1 Durée limitée
La dénition suivante omble ertains manques de l'approhe traditionnelle : le
spetre d'un signal x, oïnidant, sur un intervalle de temps arbitraire [t0, t0 + h[,
h > 0, ave l'un de eux examinés aux paragraphes 2 et 3, soit ξ, est elui de ξ. Elle
n'est ependant pas satisfaisante :
Supposons, pour simplier, ξ = sinωt, ω 6= 0. Il paraît impossible, si h est petit, de
distinguer x de son développement de Taylor tronqué à un ordre susamment élevé,
dont, d'après 2.2, le spetre est vide.
On obtiendrait ainsi deux réponses ontraditoires.
4.2 Cerle osulateur
Supposons le signal t 7→ x(t) loalement C2. En onfondant autour du point (t, x(t))
son graphe de ourbure
x¨(t)
(1 + (x˙(t))2)
3
2
ave le erle osulateur, on obtient la fréquene instantanée en t :
Φ(t) =
x¨(t)√
1 + (x˙(t))2
Il est immédiat de vérier que ette dénition, très large, ne fournit pas les mêmes
résultats que elle de Ville (f. [4, 11℄).
Exemple 4 La fréquene instantanée d'un signal onstant par moreaux est nulle preque
partout.
Exemple 5 Pour x(t) = A sinωt, A,ω ∈ R, ω 6= 0, il vient12
Φ(t) =
ω2A sinωt√
1 + ω2A2 cos2 ωt
5 Conséquenes méthodologiques
5.1 Inégalité de Heisenberg-Gabor
Illustrons le adre habituel de l'inégalité de Heisenberg-Gabor par les deux exem-
ples suivants :
11
Les travaux de Poinaré, Birkho, Turrittin, et d'autres (voir, en [16℄, le théorème 3.1 de
et ses divers prolongements) devraient y jouer un rle majeur. Ces mêmes résultats, appliqués
dans le domaine temporel, aux équations à oeients analytiques devraient permettre de
dénir leurs fréquenes. Quant aux signaux non linéaires, 'est-à-dire satisfaisant des équa-
tions diérentielles non linéaires, suggérons que leurs spetres pourraient se dénir grâe aux
équations linéaires variationnelles.
12
Si l'on sait a priori avoir à faire à un signal sinusoïdal A sin(ωt + ϕ), on peut estimer
A,ω, ϕ ∈ R sur une fenêtre de temps très ourte, y ompris dans un environnement bruité
(voir [7℄).
5
1. Le support de l'impulsion de Dira δ est pontuel, alors que, sa transformée de
Fourier étant égale à 1, son spetre est uniformément réparti sur R.
2. On sait que la limite, pour ω → ±∞, du sinus ardinal sinωt
ωt
, t ∈ R, est δ. La
formule (2) indique un étalement de plus en plus grand du spetre.
Les aluls de 2.3 et 3.2.1 montrent que ette inégalité temps-fréquene perd tout sens
ii.
5.2 Éhantillonnage
Il est impossible de trouver un analogue au théorème d'éhantillonnage de Shannon,
qui, rappelons-le, est aausal, ar il repose sur la transformation de Fourier. Pour un
signal transitoire arbitraire
13
, notre démarhe [5℄ onduit à des proédés voisins de
l'analyse numérique lassique : on estime les dérivées du signal
14
jusqu'à un ertain
ordre et on utilise les tehniques usuelles d'interpolation
15
.
6 Conlusion
La itation suivante, due à de Broglie [1℄, est bien onnue :
 La onsidération exlusive des ondes monohromatiques onduit à une autre onep-
tion qui me paraît erronée. Si l'on onsidère une grandeur qui peut être représentée, à
la manière de Fourier, par une superposition de omposantes monohromatiques, 'est
la superposition qui a un sens physique et non les omposantes de Fourier onsidérées
isolément. 
Elle suggère que ertains des paradoxes de l'interprétation, dite  orthodoxe , de
la méanique quantique pourraient être dues à des manipulations hasardeuses des
fréquenes.
Inégalité de Heisenberg-Gabor et théorème d'éhantillonnage de Shannon expri-
ment les limitations inhérentes à toute analyse d'un signal. Nous reviendrons sur e
point inontournable en réexaminant la notion de bruit
16
. L'analyse non standard (f.
[17℄) devrait nous y aider.
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